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Opgave 1. (15%) 
 
Input-output relation er for et LTI system er 
 

ሾ݊ሿݕ ൌ ሾ݊ሿݔ ൅ ሾ݊ݔ2 ൅ 1ሿ െ ሾ݊ݔ3 െ 1ሿ 
 
1.a. Er systemet kausalt? 
 
Nej, y er afhængigt af fremtidige værdier af x, altså x[n+1]  
 
Systemets input er x[n] er en impuls respons   
 

ሾ݊ሿݔ ൌ ቄ1, ݊ ൌ 0
0, ݊ ് 0 

 
1.b. Beregn y[n] for n={-2 -1  0  1  2 }  
 

ሾെ2ሿݕ ൌ 1 כ 0 ൅ 2 כ 0 െ 3 כ 0 ൌ 0 
 

ሾെ1ሿݕ ൌ 1 כ 0 ൅ 2 כ 1 െ 3 כ 0 ൌ 2 
 

ሾ0ሿݕ ൌ 1 כ 1 ൅ 2 כ 0 െ 3 כ 0 ൌ 1 
 

ሾ1ሿݕ ൌ 1 כ 0 ൅ 2 כ 0 െ 3 כ 1 ൌ െ3 
 

ሾ2ሿݕ ൌ 1 כ 0 ൅ 2 כ 0 െ 3 כ 0 ൌ 0 
 
1.c  Er systemet stabilt? 
 
Ja, impulsresponsen er absolut summerbar. 
 
1.d Bestem H(z) 
 

ܻሺݖሻ ൌ ܺሺݖሻ ൅ ሻݖାଵܺሺݖ2 െ  ሻݖଵܺሺିݖ3
 
 

ሻࢠሺࡴ ൌ
ሻࢠሺࢅ
ሻࢠሺࢄ ൌ ૛ࢠା૚ ൅ ૚ െ ૜ିࢠ૚ 

 

Opgave 2. (35%) 
 
 
 Et kausalt systems overførselsfunktionen er givet ved   
 

ሻݖሺܪ ൌ
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
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2.a Skitser poler, nulpunkter og konvergensområdet 
 

 
 
Da systemet er kausalt er ROC > den største pol. 
 
2.b Er systemet stabilt? 
 
Ja, enhedscirklen ligger i ROC. 
 
2.c Find systemets impuls respons h[n] 
 
Brug partialbrøksopspaltning 
 

ሻݖሺܪ ൌ
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
ൌ

ܣ
ሺ1 െ ଵ

ଶ௭
షభሻ

൅
ܤ

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

Find A 
Gang med ሺ1 െ భ

మ௭
షభሻ 

 
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
ൌ ܣ ൅

ሺ1 ܤ െ ଵ
ଶ௭

షభሻ
ሺ1 െ ଵ

ସ௭
షభሻ

 

 
Sæt ݖ ൌ ଵ

ଶ
 

 
1 െ 2
ሺ1 െ ଵ

ସଶሻ
ൌ െ2 ൌ  ܣ

 
 
Find B 
Gang med ሺ1 െ భ

ర௭
షభሻ 

 
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻ
ൌ
ሺ1 ܣ െ ଵ

ସ௭
షభሻ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻ
൅  ܤ

 
Sæt ݖ ൌ ଵ

ସ
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1 െ 4
ሺ1 െ ଵ

ଶସሻ
ൌ 3 ൌ  ܤ

 
Dermed  

ሻݖሺܪ ൌ
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
ൌ

െ2
ሺ1 െ ଵ

ଶ௭
షభሻ

൅
3

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

 
Ved tabel opslag får vi 
 

ሿ࢔ሾࢎ ൌ െ૛൬
૚
૛൰

࢔

ሿ࢔ሾ࢛ ൅ ૜൬
૚
૝൰

࢔

 ሿ࢔ሾ࢛
 
 
2.d Find outputtet y[n] hvis inputtet x[n] er en step funktion: 
 

ሾ݊ሿݔ ൌ ሾ݊ሿݑ ൌ ቄ1, ݊ ൒ 0
0, ݊ ൏ 0 

 
Vi ved at  
  ܻሺݖሻ ൌ ሻ  og    ሾ݊ሿݖሻܺሺݖሺܪ

௭
՜ ଵ

ଵି௭షభ
 

 
 

ܻሺݖሻ ൌ
1 െ ଵିݖ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
൬

1
1 െ  ଵ൰ିݖ

 
Dermed får vi 

ܻሺݖሻ ൌ
1

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

 
Brug partialbrøksopspaltning 
 

ሻݖሺܪ ൌ
1

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
ൌ

ܣ
ሺ1 െ ଵ

ଶ௭
షభሻ

൅
ܤ

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

Find A 
Gang med ሺ1 െ భ

మ௭
షభሻ 

1
ሺ1 െ ଵ

ସ௭
షభሻ

ൌ ܣ ൅
ሺ1 ܤ െ ଵ

ଶ௭
షభሻ

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

 
Sæt ݖ ൌ ଵ

ଶ
 

1
ሺ1 െ ଵ

ସଶሻ
ൌ 2 ൌ  ܣ

Find B 
Gang med ሺ1 െ భ

ర௭
షభሻ 

 
1

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻ
ൌ
ሺ1 ܣ െ ଵ

ସ௭
షభሻ

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻ
൅  ܤ

 
Sæt ݖ ൌ ଵ

ସ
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1
ሺ1 െ ଵ

ଶସሻ
ൌ െ1 ൌ  ܤ

 
Dermed  

ሻݖሺܪ ൌ
1

ሺ1 െ ଵ
ଶ௭

షభሻሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
ൌ

2
ሺ1 െ ଵ

ଶ௭
షభሻ

൅
െ1

ሺ1 െ ଵ
ସ௭

షభሻ
 

 
 
Ved tabel opslag får vi 
 

ሿ࢔ሾࢎ ൌ ૛൬
૚
૛൰

࢔

ሿ࢔ሾ࢛ െ ૚൬
૚
૝൰

࢔

 ሿ࢔ሾ࢛

 

Opgave 3. (10%) 
 
En 10-bits analog til digital (AD) konverter giver ved 2.5 og 3.3 volt input henholdsvis 767 og 
849 som output. AD konverteren tager input, der ligger mellem VR+ og VR- (der begge er heltal). 
 
3.a. Hvad er AD konverterens arbejdsområde? (vis beregningsmetode) 
 
Sammenhængen mellem ADC output og konverterens arbejdsområde: 
  

N୅ୈେ ൌ ሺ2௡ െ 1ሻ ௏೔೙ି௏ೃష
௏ೃశି௏ೃష

     ,der kan også anvendes ሺ2௡ሻ ௏೔೙ି௏ೃష
௏ೃశି௏ೃష

 (det er producent afhængigt) 
 

Vi ved altså: 
 

767 ൌ 1023 כ ቂ ଶ.ହି௏ೃష
௏ೃశି௏ೃష

ቃ                     849 ൌ 1023 כ ቂ ଷ.ଷି௏ೃష
௏ೃశି௏ೃష

ቃ 
 
Vi skal isolere VR- og VR+ ud fra ovenstående (2 ligninger med 2 ubekendte): 
 

଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

כ ሺ ோܸା െ ோܸିሻ ൌ ሺ2.5 െ ோܸିሻ                                        
଼ସଽ
ଵ଴ଶଷ

כ ሺ ோܸା െ ோܸିሻ ൌ ሺ3.3 െ ோܸିሻ 
 

଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା െ
଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 2.5 െ ோܸି                                        ଼ସଽ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା െ
଼ସଽ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 3.3 െ ோܸି 
 

଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା ൅
ଶହ଺
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 2.5                                        ଼ସଽ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା ൅
ଵ଻ସ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 3.3 
 

଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା ൅
ଶହ଺
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 2.5                                        ଼ସଽ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸା ൅
ଵ଻ସ
ଵ଴ଶଷ

כ ோܸି ൌ 3.3 
 
Nu har vi to muligheder: tag lommeregneren eller løs opgaven i hånden: 
 
଻଺଻
ଵ଴ଶଷ

ൌ A  ଶହ଺
ଵ଴ଶଷ

ൌ ସଽ଼ ܤ
ଵ଴ଶଷ

ൌ C  ଵ଻ସ
ଵ଴ଶଷ

ൌ D   2.5=E  3.3=F  ோܸା ൌ ܺ      ோܸି ൌ ܻ 
 
 

Eq1:     AX ൅ ܻܤ ൌ Eq2:     CX                                        ܧ ൅ ܻܦ ൌ  ܨ
 

Find udtryk for X i Eq1:       X ൌ ாି஻௒
஺
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Indsæt udtryk for X i Eq2:        ܻ ൌ ி

஽
െ ஼

஽
ܺ ൌ ி

஽
െ ஼

஽
כ ாି஻௒

஺
ൌ ி

஽
െ ஼

஽஺
כ ሺܧ െ  ሻܻܤ

 

ܻ ൌ
ܨ
ܦ െ

ܧܥ
ܣܦ ൅

ܤܥ
 ܻܣܦ

 
ܻ כ ൬1 െ

ܤܥ
൰ܣܦ ൌ

ܨ
ܦ െ

ܧܥ
 ܣܦ

 

ܻ ൌ ൬
ܨ
ܦ െ

ܧܥ
൰ܣܦ / ൬1 െ

ܤܥ
 ൰ܣܦ

 
ܻ ൌ െ4.9829 

 

X ൌ
ܧ െ ܻܤ
ܣ ൌ 4.9976 

 
AD konverterens arbejdsområde er altså: 
 

ோܸା ൌ 5ܸ       ோܸି ൌ െ5ܸ 
 
Der er afrundingsfejl på udregningen da 767 og 849 (output fra ADC) ikke er en 100%  nøjagtig repræsentation af 
2.5V og 3.3V (input til ADC). Dette skyldes kvantiseringsfejl. 
 
3.b. Hvor stor er kvantiseringsfejlene på de to målinger?  

(angivet i mV med 2 betydende cifre) 
 

N୅ୈେ ൌ ൤ሺ2௡ െ 1ሻ ௜ܸ௡ െ ோܸି

ோܸା െ ோܸି
൨ 

 
Find udtryk for Vin : 
(Resultatet vil afvige, da Nadc skal være et heltal [ ]…disse parenteser betyder afrunding ”eng: rounding”. 
Der kunne også have været brugt ⎣ ⎦  … disse parenteser betyder nedrunding ”eng: truncation”.) 
 

௜ܸ௡ ൅  ݈݆݂݁ݏ݃݊݅ݎ݁ݏ݅ݐ݊ܽݒ݇ ൌ
N୅ୈେ כ ሺ ோܸା െ ோܸିሻ

ሺ2௡ െ 1ሻ ൅ ோܸି 

 
 

 ݈݆݂݁ݏ݃݊݅ݎ݁ݏ݅ݐ݊ܽݒ݇ ൌ
NADC כ ሺܸܴ൅ െ ܸܴെሻ

ሺ2݊ െ 1ሻ
൅ ܸܴെ െ ܸ݅݊ 

 
 
Kvantiseringsfejl for 2.5V (angivet i mV med 2 betydende cifre):  ଻଺଻כଵ଴

ଵ଴ଶଷ
െ 5 െ 2.5 ൌ െ2.4ܸ݉ 

 
Kvantiseringsfejl for 3.3V (angivet i mV med 2 betydende cifre):  ଼ସଽכଵ଴

ଵ଴ଶଷ
െ 5 െ 3.3 ൌ െ0.88ܸ݉    

(0 tæller ikke med som betydende ciffer) 
 
 
3.c. Hvad er den maksimale kvantiseringsfejl på en n-bits AD konverter?  

(angiv symbolsk svar) 
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(Show all relevant intermediate results – that means no calculator-only type of answers) 
 
5.a. Find the characteristic polynomial of A. 
 
5.b. Find the characteristic equation of A. 
 
5.c. Find the eigenvalues of A. What is their multiplicity? 
 
5.d. Find the corresponding eigenvectors and determine their multiplicity. 
 
5.e. Diagonalize A using an eigenbasis of A. 










